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Jak pokazaé to, czego pokazaé nie mozna?
O obrazowaniu liczb niewymiernych

How to show what cannot be shown?
On visualizing irrational numbers

Abstract: In this article, I would like to draw attention to the cognitive potential
of an image, showing how significant the role of visual imagination in mathematics
is. I will focus here mainly on the possibilities of visualizing irrational numbers.
Our starting point is the intuitive case of the square root of two, observed in the
diagonal of a square. We will also discuss a simple, geometrical method of con-
structing the square roots of all integers. Next, we move over to the golden ratio,
hidden in a regular pentagon. We will use a looped, endless animation to visualize
the irrational number ¢. Then we will have a closer look at the famous number
nt and discuss two different attempts to find its visual representation. In the last
two sections of the article, we consider the possibility of indicating rational and
irrational real numbers and also grasp the whole set of real numbers.

All the issues discussed in this article have inspired visual artists to create ar-
tworks that can help to understand relatively advanced mathematical problems.

Keywords: mathematics, visualization, irrational numbers, incommensurable line
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Wprowadzenie®

Informacje o $wiecie zewnetrznym w znakomitej mierze docieraja do nas za
posrednictwem wzroku. Arystoteles zauwaza to juz w pierwszych zdaniach Meta-
fizyki, piszac, ze ,ze wszystkich zmystow wzrok w najwyzszym stopniu umozliwia
nam poznanie”. Ta wyrézniona pozycja wizualnoéci dotyczy nie tylko poznania
potocznego — wizualno$é odgrywa tez wazna role w poznaniu naukowym. Nauka
nie jest bowiem odrebna $ciezka intelektualnego rozwoju czlowieka, lecz w duzej
mierze stanowi przedtuzenie zdrowego rozsadku?®.

Nawet w wypadku dyscypliny tak abstrakcyjnej jak matematyka pierwotny
pretekst i punkt wyjscia do naukowej refleksji tworza zjawiska obserwowane w na-
turze?. Dopiero pézniej nastepuja uogolnienia i wnioski wykraczajace poza rzeczy-
wistos¢ fizyczna. Wlasnie takie, oderwane od do$wiadczenia, struktury matema-
tyczne beda tematem niniejszego artykulu. Rozwazymy mozliwo$é unaoczniania
pojeé, ktore, w wyniku stosowania abstrakcyjnego, sformalizowanego zapisu, za-
tracily swoj bezposredni zwiazek z obrazem. W szczeg6lnosci przyjrzymy sie licz-
bom niewymiernym, gdyz juz sama ich nazwa sugeruje, iz powinny one wymykaé
sie wszelkim probom wizualizacji.

1. Zobaczy¢ niewymierne

Matematyka starozytnej Grecji niemal na samym poczatku swojej naukowej
historii musiata zmierzy¢ sie z powaznym kryzysem. Jego bezposrednia przyczyna
bylto dokonane przez pitagorejczykéw odkrycie odcinkéw niewspotmiernych — od-
cinkéw, dla ktorych nie mozna znalezé wspolnej miary?. W ten oto sposéb staro-
zytnym geometrom objawily sie liczby niewymierne.

Odcinki niewspo6tmierne, ktoérych dtugosci nie mozna wyrazié¢ za pomoca liczb
naturalnych ani proporcji takich liczb (utamkow), wystepuja nawet w najprost-
szych figurach geometrycznych. Juz w szkole podstawowej uczniowie zapoznaja
sie z obrazowym przedstawieniem niewymiernego pierwiastka z dwoéch w postaci
przekatnej kwadratu, ktérego bok réwny jest 1.

" Tekst jest poprawiona i rozszerzong wersja artykutu J. Jernajczyk, Irrational images — the visu-
alization of abstract mathematical terms, Mathematica Applicanda” 43/2 (2015).

I Arystoteles, Metafizyka, 980a, ttum. K. Lesniak, Warszawa 2013, s. 21.

2 Zob. W.V. Quine, Zakres i jezyk nauki, thum. B. Stanosz, [w:] idem, Granice wiedzy i inne eseje
filozoficzne, Warszawa 1986, s. 28, 32.

3 Zob. P.J. Davis, R. Hersh, Swiat matematyki, ttum. R. Duda, Warszawa 1994, s. 114, 141.

4 Odkrycie odcinkéw niewspoétmiernych miato takze powazne konsekwencje filozoficzne — w jego
wyniku legty w gruzach fundamenty mysli pitagorejskiej, ktora liczbe utozsamiata z budulcem $wiata.
Aby przezwyciezy¢ 6w kryzys, starozytni mysliciele musieli znaczaco przekonstruowaé swoja kosmo-
logie. Ostatecznie liczba przestala byé¢ traktowana jako konkretna czastka, swoista cegietka budujaca
Swiat, lecz stala sie czym$ znacznie bardziej abstrakcyjnym — ,zasada” ukryta gleboko w strukturze
rzeczywistosci (zob. M. Heller, Uchwycié¢ przemijanie, Krakow 2010, s. 32).
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1

Rys. 1. Przekatna kwadratu o boku réwnym 1 ma dlugosé niewymierna réwna \2

Odwolujac sie do twierdzenia Pitagorasa, uzyskujemy dostep do prostej meto-
dy wizualizacji pierwiastkow kwadratowych z wszystkich liczb naturalnych. Wy-
chodzac od kwadratu o boku réwnym 1, mozemy skonstruowaé prostokat o wy-
sokosci rownej 1 oraz podstawie réwnej 2. Diugosé przekatnej tego prostokata
rowna bedzie /3 (rys. 2).

Rys. 2. Geometryczna konstrukcja V3

Postepujac konsekwentnie, za pomoca cyrkla i liniatu mozemy wyznaczaé¢ od-
cinki odpowiadajace pierwiastkom z kolejnych liczb naturalnych (rys. 3), wérod
ktorych znakomita cze$é tworzg liczby niewymierne.

Rys. 3. Przekatna prostokata o podstawie \n i wysokosci 1 ma dtugosé réwna Vn + 1

Do opisanej metody odwotata sie malarka Monika Aleksandrowicz, dzielac
kwadratowy format obrazu na barwne pola, wyznaczone wedlug przedstawionego
schematu (rys. 4). Wykres ten zawarta rowniez w opisie towarzyszacym pracy.
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S e

Rys. 4. Schemat wyjasniajacy istote obrazu M. Aleksandrowicz RENESANS (2008)

Cho¢ zastosowane w obrazie rozwiazania kolorystyczne wynikaly z autorskich
decyzji artystki, podziat plaszczyzny obrazu podporzadkowany zostal w pelni Sci-
stej matematycznej konstruke;ji®.

2. Zlota liczba

Stosunek boku i przekatnej kwadratu nie byt pierwszym odkrytym przez Gre-
kow stosunkiem niewymiernym. Obecnie uznaje sie¢, ze istnienie odcinkéw nie-
wspohmiernych zostato po raz pierwszy dostrzezone w boku i przekatnej pieciokata
foremnego®. Niewymierny stosunek tych odcinkéw okredla sie mianem ,ztotej pro-
porcji”. Jej Scista definicje znajdujemy w VI ksiedze Elementow Euklidesa: ,,Mowi
sie, ze prosta jest przecieta w stosunku skrajne do srodkowej, gdy jak ona cata do
wickszej odcietej, tak wicksza do mniejszej™.

a b
|
I

Rys. 5. Podziat odcinka na dwie czesci, pozostajace wzgledem siebie w zlotej pro-
porcji

Przedstawiony na rysunku odcinek (rys. 5) podzielony zostal zgodnie z ta defi-
nicja. Prawdziwe zatem jest rownanie:

a+b_a

a b

5 Por. J. Jernajczyk, Sztuka inspirowana matematykq, ,Format” 82-83 (2019), s. 99-102.

6 Za odkrywce odcinkéw niewspotmiernych uwazany jest pitagorejczyk Hippasus z Metapontu (zob.
W. Wiestaw, Matematyka i jej historia, Opole 1997, s. 35).

7 BEuklides, Elementy — teoria proporcji i podobieristwa, ttum. P. Blaszezyk, K. Mrowka, Krakow
2013, s. 48.
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Stosunek catosci a + b do dhuzszego odcinka a rowny jest stosunkowi dtuzszego
odcinka a do odcinka krotszego b.

Rozpisujac to rownanie, otrzymujemy:

b _a

1 +E :F
Jesli teraz zlota proporcje — stosunek odcinka dtuzszego do odcinka krotszego
— oznaczymy jako @ :%, réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci:

1
14+ =
g7

Po kilku prostych przeksztalceniach otrzymujemy ostatecznie réwnanie kwa-
dratowe:

@-p-1=0

Roéwnanie to ma dwa rozwiazania, z ktorych interesuje nas tylko rozwiazanie
nieujemne:

1+15
="

Wtasnie ta niewymierna zlota liczba ¢, ktorej warto$¢ w przyblizeniu wynosi
1,618, byta dla starozytnych miara doskonatej proporcji. Dostrzeglszy ja w przyro-
dzie, starali siec odzwierciedli¢ ja w architekturze i sztuce®.

W celu zobrazowania matematycznej istoty ztotej proporcji, sladem starozyt-
nych geometrow, przyjrzyjmy sie doktadniej pieciokatowi foremnemu. Bok i prze-
katna tej figury (rys. 6a) nie sa jedynymi odcinkami, ktore pozostaja wzgledem
siebie w ztotym stosunku. Stosunek ten dotyczy réwniez odcinkow wewnetrznych
(rys. 6b, ¢). Animowana sekwencja pozwala ukazaé¢ kolejne pary takich odcinkow,
powstajace w wyniku konsekwentnego odejmowania odcinkéw krotszych od diuz-
szych. Procedura ta to stynny algorytm Euklidesa, ktorego celem jest ,wyznacze-
nie wspoélnej miary dwoch odcinkéw™. W wypadku odcinkéw wspotmiernych po
skonczonej liczbie krokéw réznica kolejnych odcinkéw wyniostaby w konicu 0 i tym
samym znaleziony zostalby ich wymierny stosunek. Jednak w przypadku odcinkéw
niewspolmiernych, takich jak bok i przekatna pieciokata foremnego, algorytm Eu-
klidesa nigdy sie nie zakonczy — zawsze pozostawala bedzie jakas niezerowa reszta.

Przecinajace sie przekatne pieciokata foremnego tworza pentagram, wewnatrz
ktorego powstaje kolejny pieciokat foremny. Odcinki wyrdznione na rysunku

8 Zlota proporcja jest jednym z gléwnych watkow refleksji dotyczacej zwiazkoéw matematyki z natura
i sztuka. Dogtebne omowienie tego zagadnienia znalez¢é mozna w klasycznym juz dziele M.C. Ghyki, Ztota
liczba. Rytuaty i rytmy pitagorejskie w rozwoju cywilizacji zachodniej, thum. 1. Kania, Krakow 2006.

9 A.B. Empacher et al., Maly stownik matematyczny, Warszawa 1974, s. 14.
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a) b)

|

Rys. 6. J. Jernajczyk, Reszta, instalacja multimedialna, 2014 (uproszczone kadry),
https://vimeo.com /93545836

(rys. 6¢) tworza bok i przekatna mniejszego pieciokata. Po obroceniu i powiekszeniu
tej figury (rys. 6d) dochodzimy do stanu bedacego symetrycznym odbiciem sytuacji
wyjsciowej, a ponowne przeprowadzenie analogicznej sekwencji krokéw doprowadzi
nas do uktadu poczatkowego (rys. 6a). Dzieki animowanej petli mozemy obserwo-
wac, jak w kolejnych skalach nieustannie odnawia si¢ niewymierny stosunek boku
i przekatnej. Ten ruchomy obraz zlotej proporcji nie ma charakteru dokonanego,
lecz rozwija sie nieskoriczenie w czasie. Tym samym, w jasny i klarowny sposob,
unaoczniony tu zostaje nierozerwalny zwiazek niewymiernosci z nieskoriczonoscia,
ktory w zapisie algebraicznym wyrazany jest utamkiem taricuchowym:

p=1+
1+
1+

I+ ..

3. Portret pi

Wiréd liczb niewymiernych prawdopodobnie najwicksza stawa cieszy sie liczba
pi, wystepujaca miedzy innymi we wzorze na pole kota S = nr?. Ten prosty wzor
stal sie dla mnie punktem wyjscia do graficznego przedstawienia liczby pi. Zakta-
danym celem byto znalezienie obrazu, ktory zawieralby w sobie matematyczny
sens tej liczby, a nie byl tylko jej umowng reprezentacja, jaka stanowi przeciez
grecki symbol 7"
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Liczbe pi mozemy obliczy¢, dokonujac prostego przeksztalcenia wzoru na pole
kota:

e

Przyjrzyjmy sie prawej stronie tego rownania. S oznacza pole kota. Jego graficz-
nym odpowiednikiem jest wiec koto:

Podkreslmy, ze nie jest to umowna reprezentacja pola kota. Powierzchnia kota
jest w écistym sensie tozsama z jego polem!?.

A czym jest obecne w mianowniku wyrazenie 72?7 Jest to pole kwadratu o boku
rOwnym promieniowi kota r. Przedstawiamy je zatem w postaci kwadratu o zada-
nym boku:

Teraz mozemy juz przedstawi¢ calg prawg strong rownania o~ w postaci gra-
ficznej:

Obraz ten tworzy wizualny odpowiednik liczby pi. W reprezentacji tej prawie
calkowicie udato si¢ wyeliminowaé¢ symbole. Pole kota jest tu polem kota, a pole
kwadratu — polem kwadratu. Nie potrzeba juz umownych znakéw S i 7, by wy-
razi¢ te pojecia. Jedynym elementem, ktory pozostal z zapisu algebraicznego, jest
pozioma kreska symbolizujaca dzielenie. Aby sie jej pozby¢, nalezatoby znalezé

10 Przy czym trzeba zastrzec, ze kazde konkretne przedstawienie kota jest jedynie niedoskonatym
przyblizeniem tej idealnej figury geometryczne;j.
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czytelny sposob graficznego przedstawiania na ptaszczyznie idei dzielenia dwoch
wielkosci. Propozycje takiej wizualizacji zawartem w pracy Portret Pi (rys. 7),
w ktorej dzielenie kota przez kwadrat wyrazone zostato przenikaniem si¢ tych
figur!!.

Rys. 7. J. Jernajczyk, Portret Pi, druk cyfrowy, 100 x 100 cm, 2011

Omawiana tu propozycja wizualizacji liczby pi moze wydawaé sie oczywista.
Jednak z rozméw prowadzonych przeze mnie z odbiorcami tej pracy wynika, ze jej
zrozumienie dla wielu oséb jest istotnym odkryciem. Co wiecej, czesto odkryciem
okazuje sie réwniez pozornie banalny fakt, ze r° odpowiada polu kwadratu o boku
rownym r. Swiadczy to niestety o istotnych lukach w podstawowej edukacji mate-
matycznej, nawet wsrod osob majacych wyzsze wyksztalcenie. Przyczyn takiego
stanu rzeczy nalezaloby upatrywaé¢ miedzy innymi w ztym programie nauczania,
ktory wymusza na nauczycielach znaczna redukcje, dzialajacych na wyobraznie
ucznia, wyjasnieri obrazowych i zastapienie ich efektywnymi, ale niekoniecznie in-
tuicyjnymi i inspirujacymi operacjami na symbolach!2.

4. Wyczerpywanie

W powyzszej propozycji przedstawienia liczby pi umyka gdzie§ zasadniczy
zwiazek niewymiernosci z nieskoriczonoscia, ktory tak wyraznie udato sie wezesniej
ukaza¢ w odniesieniu do ztotej liczby. W wypadku Portretu Pi koto potraktowane
zostalo jako dany widzialny obiekt, a przeciez — ze wzgledu na wpisana w nie nie-
wymierno$¢ — winno by¢ ono zaledwie abstrakcyjna idea, ktoéra nie posiada fizycz-
nej reprezentacji. Warto byltoby zatem pokazaé¢ proces nieustannego przyblizania
sie do idealnego kota. W tym celu odwolamy sie do starozytnej procedury geo-
metrycznej, zwanej ,metoda wyczerpywania’, ktérej odkrywca byt pitagorejczyk
FEudoksos. Chcac przyblizyé pole skomplikowanej figury, greccy matematycy wpi-

' Warto zauwazyé, ze w wypadku kola o promieniu réwnym 1 pole kwadratu tez ma wartosé 1.
Takie koto samo w sobie reprezentuje wigc liczbe pi i nie trzeba go juz uzupetniaé¢ kwadratem. Jesli
jednak dtugos¢ promienia nie jest znana, pi mozna przedstawié¢ jedynie w postaci ogolnej proporcji kota
i kwadratu.

12 Por. P.J. Davis, R. Hersh, Swiat matematyki, s. 278.
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sywali w nia i opisywali na niej figury, ktérych pola potrafili z tatwoscia obliczac.
Poszukiwany ksztalt byt wicc niejako ,wyczerpywany” ksztaltami prostszymi's.

W wypadku kota wpisywano w nie i opisywano na nim wielokaty foremne.
W kazdej kolejnej iteracji, wraz ze wzrostem liczby bokéw, wielokaty coraz do-
ktadniej przyblizaly koto (rys. 8), a doktadna warto$¢ jego pola zawsze zawarta
byla miedzy polem wielokata wpisanego a polem wielokata opisanego na kole.
Mistrzostwo w stosowaniu ,metody wyczerpywania” osiggnal Archimedes, ktory
w swych badaniach nad geometrycznymi wlasnosciami kota postugiwal sie nawet
96-katami foremnymi'.

Rys. 8. Schemat ,metody wyczerpywania” w odniesieniu do kota

Teoretycznie, postugujac sie ta metoda, mozna przybliza¢ pole kota z dowolnie
ustalona dokladno$cia, jednak jego pelna wartos¢ nigdy nie bedzie osiagnieta.
Mamy tu zatem do czynienia z graficznym wyrazeniem nieskoniczonego dazenia do
liczby niewymiernej. Ow dynamiczny charakter ,metody wyczerpywania”, bedacy
rowniez podlozem interesujacych metafor poznawczych!®) zainspirowal mnie do
stworzenia instalacji multimedialnej pt. Obraz wyczerpujgey'®. Obserwujemy tu-
taj ewolucje wielokata foremnego, ktorego liczba bokdéw sukcesywnie sie podwaja.
Gdy jednak figura ta zaczyna wyraznie przypomina¢ koto, nagle znika z ekranu,
pryskajac niczym baika mydlana. Idealnego kota nie sposoéb bowiem przedstawié
w jakiejkolwiek materialnej formie.

5. Bezwymiarowe wskazania

Pierwsza ksiege Euklidesowych Elementow rozpoczyna stynna definicja: ,,Punkt
jest tym, co nie ma czesci™’. Oznacza to, ze punkt nie ma zadnej wielkosci, Zadne-
go wymiaru. Rodzi sie wiec pytanie, czy istnieje jakas metoda wskazywania takich

13 W podobny sposéb radzono sobie z objetosciami bryt (zob. W. Wiestaw, Matematyka i jej hi-
storia, s. 39).

4 Por. V.J. Katz, A History of Mathematics. An Introduction, Boston 2009, s. 101.

15 Zob. J. Jernajczyk, B. Skowron, Circle and sphere — geometrical speculations in philosophy,
[w:| Mathematical Transgressions 2015, P. Blaszczyk, B. Pieronkiewicz (ed.), Krakow 2018, s. 379-395.

163, Jernajczyk, Obraz wyczerpujacy, instalacja wideo, 2016, https://youtu.be/0j13jlEyTUg
[dostep: 20.09.2020].

17 Euklides, Elementy — teoria proporcji i podobienstwa, s. 273.
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bezwymiarowych punktow? Jak mozna wskazaé¢ bowiem co$, co nie zajmuje zadnej
przestrzeni? Jakiego nalezaloby uzyé w tym celu wskaznika, skoro kazdy, najcien-
szy nawet wskaznik zajmuje zawsze jakas przestrzen?

Rozwigzanie tego pozornie nierozwigzywalnego problemu okazuje sie zaskaku-
jaco proste, a przy tym intuicyjne i obrazowe. Bezwymiarowy punkt mozna wska-
zaé, przecinajac prosta. Wyobrazmy sobie prozaicznag czynnosé krojenia chleba
nozem kuchennym. Po przekrojeniu bochenka jego obydwie czesci znajda sie po
dwoch stronach ostrza, zas w samym miejscu ciecia nie pozostaje nic. Dokonujac
abstrakcyjnego przekroju prostej, wskazujemy wiec bezwymiarowy punkt, w kto-
rym niczego nie ma, gdyz wszystko znajduje sie po lewej badz prawej stronie ciecia.
Ta, z pozoru trywialna, obserwacja byla punktem wyjscia do sformutowania Scistej
matematycznej metody definiowania liczb rzeczywistych, okreslanej mianem ,prze-
krojow Dedekinda”®. Nieskoniczona prosta stanowi bowiem model zbioru liczb
rzeczywistych, w ktérym punkty odpowiadaja liczbom rzeczywistym, zaréwno tym
wymiernym, jak i niewymiernym!.

Podobny, cho¢ o wymiar wyzszy problem, wzial na warsztat tworczy Wiestaw
Gotuch, zadajac pytanie: Jak przedstawi¢ na papierze linie, ktora ma dlugosé,
lecz nie ma szerokosci? W odpowiedzi wykreslil na arkuszu linie przerywana oraz
symbol nozyczek, a pracy nadal tytul: Wytnij sobie te linie (rys. 9). I faktycznie!
Rozciecie plaszczyzny wyznacza prosta, ktora nie ma szerokosci, podobnie jak
przeciecie prostej pozwolito wskazaé¢ bezwymiarowy punkt.

Artysta nie odwolywat sie przy tym do zaawansowanych poje¢ i twierdzen ma-
tematyki. Podstawa teoretyczna byta dlan jedynie ta powszechnie znana definicja:
JLinia za$ to dlugos$é bez szerokoéci™. Reszta byta dzietem intuicji i wyobrazni
wizualnej, ktora w tym przypadku najtrafniej bytoby okresli¢ za Arnheimem ,my-
§leniem wzrokowym™!.

Praca Golucha ma charakter konceptualny. Jej istota nie jest to, co bezposred-
nio widzimy. Zaprezentowany obraz dla odbiorcy tworzy tylko pretekst i wska-
zowke do dalszej refleksji. W tym konkretnym przypadku nie ogladamy samego
aktu rozciecia linii, lecz tylko znaki graficzne: przerywang lini¢ i symbol nozyczek,
ktore sugeruja nam owo rozciecie. Taki sposob tworzenia i obcowania ze sztuka
przypomina abstrakcyjne rozumowania, ktére zwyklismy wigzaé ze Swiatem nauki.
W matematyce czesto mamy do czynienia z obiektami, ktére moga zaistnie¢ tylko
w umysle, na podstawie pewnych obrazowych przestanek. Potrafimy na przyktad
unaocznié¢ sobie idealne koto czy nieskoriczona prosta, chociaz nie mozemy zaob-
serwowac takich obiektéw w naturze. Potrafimy tez wyobrazié sobie bezwymiarowe
punkty, a przeciez ,nikt nigdy nie widzial punktu i nikt nigdy go nie dotknat™2.

18 Zob. R. Dedekind, Cigglosé i liczby niewymierne, thum. R. Murawski, [w:] Filozofia matematyksi.
Antologia tekstow klasycznych, R. Murawski (red.), Poznan 2003, s. 152-167.

19 Matematyczno-filozoficzny problem relacji miedzy punktami na prostej a liczbami rzeczywistymi
zostal poddany wnikliwej analizie w: P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda
Stetigkeit und irrationale Zahlen, Krakow 2007, s. 122—-133.

20 Buklides, Elementy — teoria proporcji i podobieristwa, s. 273.

2L R. Arnheim, Myslenie wzrokowe, ttum. M. Chojnacki, Gdansk 2011.

22 B. Russell, Nasza wiedza o Swiecie zewnetrznym, ttum. T. Baszniak, Warszawa 2000, s. 122.
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Rys. 9. W. Goltuch, Wytnij sobie te linie, druk cyfrowy, 10 x 50 x 50 c¢m, 2011

Warto przy tym pamietacé, ze cho¢ zazwyczaj doswiadczenie jest punktem wyj-
Scia 1 oparciem naszych abstrakcyjnych rozumowan, nie mozemy automatycznie
utozsamia¢ teoretycznych konstrukcji matematyki ze zjawiskami zachodzacymi
w $wiecie fizycznym. Trzeba zawsze mie¢ na uwadze réwniez to, ze ,,continuum ma-
tematyczne jest czyms zupelnie innym niz continuum fizykéw oraz metafizykow™?3,

6. Ogarniajac continuum

Czym jest owo matematyczne continuum? Oznacza ono moc (w uproszczeniu
mowiac: liczebnosé) zbioru liczb rzeczywistych, na ktory skladaja sie wszystkie
liczby wymierne i niewymierne. Continuum utozsami¢ mozna réwniez z samym
tym zbiorem lub ze zbiorem z nim réwnolicznym??.

Do $cistego pojecia continuum odnidst sie w jednej ze swoich prac Stanistaw
Dr6zdz%*. Kwadratowe pole obrazu réwnomiernie wypetnil zerami, w jego za$ cen-
trum umiescit znak przecinka (rys. 10). Obecno$é¢ tego znaku wyraznie sugeruje,

23 H. Poincaré, Nauka i hipoteza, thum. M.H. Horowitz, Warszawa 2012, s. 34.

24 Zob. A.B. Empacher et al., Maty stownik matematyczny, s. 40.

% Opis tego dzieta ukazal sie réwniez w nieznacznie zmienionej formie w: J. Jernajczyk, Sztuka
inspirowana matematyka, s. 99-102.
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Rys. 10. S. Dr6zdz, Continuum, 1973

ze mamy tu do czynienia z pewna liczba w zapisie pozycyjnym?®. Zewnetrzne
wiersze 1 kolumny zer wykraczaja poza krawedzie obrazu, zatem uktad ten nie jest
ograniczony.

Chociaz w polu obrazu widzimy same zera, mozemy sobie wyobrazi¢, ze poza
jego krawedziami pojawiaja si¢ tez inne cyfry. Rozwazmy kilka mozliwosci. Jesli
w lewej gornej czesci znajdowaé sie beda wytacznie zera, w prawej zas dolnej cze-
Sci pojawia sie jakies inne cyfry, bedziemy mieli do czynienia z utamkami. Gdyby
cyfry te stanowity nieskoiiczony i nieokresowy ciag, bytyby to liczby niewymierne.
W pozostatych przypadkach beda to liczby wymierne.

Jesli teraz przyjmiemy, ze po lewej gornej stronie rowniez moga znajdowac sie
jakie$ niezerowe cyfry i potaczymy to z tym, co wiemy juz na temat prawej dolnej

26 W wiekszosci opracowan wskazuje sig, iz chodzi tu o liczbe dziesietna (zob. E. Lubowicz, Poezja
konkretna Stanistawa Drézdza — matematyka w poezji, |w:| Czlowiek, kultura, historia, E. Dobierzew-
ska-Mozrzymas, A. Jezierski (red.), Wroctaw 2011, s. 235-250; oraz M. Pajaczek, Poetyka ,Pojecio-
ksztaltow”. O poezji konkretnej Stanistawa Drézdza, ,Dyskurs” 10 (2010). Trzeba jednak zaznaczy¢,
ze same zera i przecinek wcale jeszcze o tym nie przesadzaja — moglaby to by¢ na przyktad liczba
zapisana w systemie binarnym badz szesnastkowym.
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czesel, otrzymamy ogromny, nieskoriczony wrecz zbior mozliwosci. Ponadto, gdzies
w lewej gérnej czesci, na poczatku tej abstrakcyjnej matrycy, moze znajdowaé sie
znak plus badZ minus, co znowu rozszerza nasz potencjalny zbiér na liczby dodat-
nie i ujemne. Ostatecznie mozna wiec stwierdzi¢, ze poza pewnym podzbiorem,
ktory zostal okreslony przez ustawienie zer w konkretnych, widocznych na obrazie
miejscach, mamy tu do czynienia z prawie calym zbiorem liczb rzeczywistych.

Praca Drozdza jest jeszcze jednym reprezentatywnym przyktadem sztuki kon-
ceptualnej, w ktérym to, co zostalo bezposrednio przedstawione, nie stanowi istoty
dzieta, lecz tylko nakierowuje odbiorce na jego prawdziwy sens. Na pierwszy rzut
oka nie widzimy zadnej z rozpatrywanych tutaj liczb. Jednak po krotkiej refleksji
jesteSmy w stanie dostrzec okiem umystu nieskoriczony i nieprzeliczalny zbior liczb
rzeczywistych — continuum.

Podsumowanie

Wyobraznia wzrokowa pozwala nam ,zobaczy¢” wiecej, niz naprawde widzimy.
Miedzy innymi w procesie wizualnej abstrakcji mozemy zbliza¢ sie do istoty wielu
fundamentalnych pojeé¢ matematycznych. Traktujac obraz jako punkt wyjscia do
dalszej refleksji, potrafimy wyobrazaé¢ sobie idealne okregi, nieskoriczone proste
i bezwymiarowe punkty. W proporcjach wielkosci geometrycznych mamy szanse
,dostrzec” liczby niewymierne, dynamiczna zas$ ewolucja owych proporcji odkrywa
przed nami nierozerwalny zwiazek niewymiernosci z nieskonczonoscia.

Zawarty w obrazie potencjal poznawczy stwarza szerokie pole do dziatan w za-
kresie edukacji i popularyzacji nauki. Omawiane w artykule przyktady wyraznie
pokazuja, ze plastyczne przedstawianie istoty liczb niewymiernych nie jest zada-
niem niemozliwym. Wydaje sie jednak, ze we wspolczesnym programie edukacji
szkolnej zbyt szybko odchodzi sie od wizualizacji geometrycznej na rzecz symbo-
licznego zapisu i operacji arytmetycznych. W efekcie u wielu uczniéw wystepuja
wyrazne trudnosci w zrozumieniu znaczenia podstawowych zagadnienn matema-
tycznych, w tym liczb niewymiernych.

Powr6t matematyki do obrazu jawi sie wiec jako wazne edukacyjne wyzwanie,
w ktorego realizacji pomocna moze okazaé sie sztuka. W artykule przedstawitem
przyklady realizacji artystycznych, ktore nie tylko zostaly zainspirowane zagad-
nieniami matematyki, lecz takze, przez obrazowe ujecie, maja szanse przyblizaé
i wyjasnia¢ te zagadnienia.

Wiekszosé z omawianych tutaj prac charakteryzuje sie podejsciem konceptual-
nym, w ktorym nastepuje wyrazne zblizenie sztuki z nauka. Bliskos¢ ta nie dotyczy
jedynie podobienistwa podejmowanych probleméw, ale przede wszystkim podo-
bienstwa przyjmowanych metod. Na wzor uczonego tworzacego abstrakcyjne po-
jecia artysta odkrywa intelektualng Sciezke do obrazow, ktérych nie sposob ujrzeé
czy tez zrealizowa¢ w materii. Gloéwnym narzedziem tworczym jest tu wyobraznia
wzrokowa, ktora choé¢ uksztaltowana pod wpltywem danych zmystowych, potrafi
dociera¢ do idei i obiektow daleko wykraczajacych poza sensualng rzeczywistosc.
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