PARTIE POLITYCZNE | WYBORY

Ryszard Rebowski

Panstwowa Wyzsza Szkota Zawodowa im. Witelona w Legnicy

O zasadzie proporcjonalnosci D’'Hondta jako relacji
okreslonej na nierownolicznych populacjach
DOI: 10.19195/1643-0328.20.6

Stowa kluczowe: zbiory réwnoliczne, partycja, zasada proporcjonalnosci, podzial mandatéw, algorytm i zasada
proporcjonalno$ci D’Hondta

Wprowadzenie

Wybory parlamentarne 2015 roku po raz kolejny pokazaty niedoskonalo$¢ stosowania
prawa. Tres¢ artykutu 96 Konstytucji RP stanowi, ze ,Wybory do Sejmu sg powszechne,
réwne, bezposrednie i proporcjonalne oraz odbywaja si¢ w glosowaniu tajnym”. W kon-
frontacji z realiami nie sprawdzilo si¢ to do konca, a dokladniej, nie sprawdzita sie proba
realizacji zasady proporcjonalno$ci jako podstawowego narzedzia wykorzysty-
wanego w proporcjonalnych systemach wyborczych!. Warto przypomnieé, ze w opinii
specjalistow

system proporcjonalny pojawil sie w ustawodawstwie wyborczym [...] jako reakcja na niesprawiedliwo-
$ci wynikajace ze stosowania systemu wiekszo$ciowego. Z réznym powodzeniem wyprobowywano go we
wszystkich niemal krajach Europy kontynentalnej, wspolczesnie aczy sie zwlaszcza z systemami rozbicia
wielopartyjnego [...], bo tylko wybory proporcjonalne pozwalajg wejs¢ do parlamentu wigkszej liczbie partii
politycznych?.

Co wiecej, system ten wymaga przeprowadzenia tylko jednej tury wybordéw, zawsze
jest bowiem mozliwy odpowiedni podzial mandatéw. Z praktyki wiadomo tez, ze sposéb

! W pi$miennictwie przyjat sie termin Proportional Representation (PR), zob. D. Nohlen, Prawo wybor-
cze i system partyjny. O teorii systeméw wyborczych, Warszawa 2004, s. 55.

2 L. Garlicki, Polskie prawo konstytucyjne — zarys wykladu, Warszawa 1999, s. 133. Wedtug Raci-
borskiego (zob. J. Raciborski, Teoria demokracji a reguly wyboréw, ,Nauka” 2006, nr 3. s. 27—-44) ,nie jest
oczywisty sens reguly proporcjonalnosci zalozony w Konstytucji RP”. Mozna bowiem ten zapis traktowa¢
zaréwno jako odniesienie do proporcjonalnej reprezentacji, jak i do techniki ustalania wynikéw wyboréw.
Jednoczesnie, jak zauwaza Raciborski, ,kontekst wskazuje, ze zasada proporcjonalnosci ma taki sam status,
jak zasada powszechnoéci czy réwnodci, idzie wiec o warto$¢ autoteliczng w obrebie warto$ci demokracji
tego typu, a nie o aspekt techniczny [...]".
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rozdzielenia mandatéw wymaga skomplikowanych i na ogét nieczytelnych algorytmow
ilosciowych?. Jak zostanie przedstawione w dalszej czesci artykutu, proporcjonalno-
$ci wyborczej nie mozna utozsamia¢ z proporcjonalno$cia powszechnie rozu-
miang w matematyce czy fizyce.

Nieprzypadkowo zreszta najwiekszy udzial w pracach nad proporcjonalnym syste-
mem wyborczym odnotowali wlaénie matematycy?. To oni zaproponowali rézne spo-
soby realizacji konwersji parytetu liczba otrzymanych gtoséw — liczba uzyskanych
mandatéw, ktére wykorzystywane byly w réznych okresach przez wiekszos¢ panstw eu-
ropejskich.

Jedno nie podlega dyskusji — Zadna z zaproponowanych metod nie jest doskona-
fa, nie doczekala sie powszechnego stosowania we wspolczesnym $wiecie, wypierajac
pozostale. Kazda natomiast ma wade, skutkujaca tym, ze proporcjonalnos¢ wyborcza
nie jest proporcjonalnoscia, o czym wspomniano wczeéniej®. W takim razie moze by¢,
i w reku kazdego ustawodawcy jest, sprytnym narzedziem, ktére niezaleznie od prefe-
rencji wyborczych jest w stanie wplyna¢ na podzial mandatéw, a wigc na realny wynik
wyboréw®. Wobec powyzszego tym bardziej dziwi fakt raczej trywialnego pojmowania
przez pewne rzesze politologow, prawnikow, politykéw potrzeby stosowania takich al-
gorytméw oraz brak ich gruntownego zrozumienia’. Na ogét w wyjasnieniu kazdego
z uzywanych algorytméw wystarcza bowiem stwierdzenie typu: ,belgijski matematyk
Victor D’Hondt zalozyl, ze liczbe gloséw oddanych na kazda z list dzieli si¢ przez kolejne

3 Szczegbly zobacz w pracy J.W. Holubiec, J.W. Mercik, Techniki i tajniki glosowania, Warszawa 1992,
s. 28.

4 Na potrzebe stworzenia proporcjonalnego systemu wyborczego po raz pierwszy (w 1785 r.) zwrdcit
uwage francuski matematyk Jean Antoine de Condorcet (1743—1794). Idee te nastepnie rozwinal jego rodak
Joseph Diaz Gergonne (1771-1859) i inni, wérdd nich André Sainte-Lagte, belgijski matematyk i prawnik
Victor D’Hondt (1841-1901) oraz niemiecki matematyk Hare Niemeyer (1931-2007).

> Jest to jedna ze znanych utomnosci demokratycznego wyboru zauwazona juz przez Kennetha J. Ar-
rowa w udowodnionym przez niego stynnym twierdzeniu o mozliwos$ci, na co zwraca uwage
w swojej pracy Raciborski, zob. J. Raciborski, op. cit., s. 29.

© Coraz czeiciej przy tej okazji uzywa si¢ sformulowania inzynieria wyborcza. Zjawiska
towarzyszace naduzywania metod inzynierii wyborczej sg z uwagg rejestrowane i analizowane przez soc-
jologéw i politologdw. Szczegdlnie jesli chodzi o zdarzenia majace miejsce na poczatku polskiej odnowy,
zob.: Ibidem, s. 30-32, zob. L. Jaczynowski, Mechanizmy organizujgce demokracje, ,Rocznik Naukowy
Wydziatu Zarzadzania w Ciechanowie” IX, 2015 (tematyce tej poswigcona jest cata praca).

7 Jak wspomniano, nie dotyczy to wszystkich, o czym moze $wiadczy¢ prowadzony w tym zakre-
sie, zwlaszcza przez Jacka Hamana, dyskurs naukowy, zob. J. Haman, Podziat mandatéw pomiedzy okregi
wyborcze w Swietle teorii sprawiedliwego podziatu, ,Przeglad Sejmowy” 2002, nr 1, s. 10-33; idem, Badania
metod glosowania: dedukcja, indukcja, symulacja, ,Decyzje” 2006, nr 6; idem, Degresywnie proporcjonalny
podzial mandatéw w Parlamencie Europejskim. Propozycja nowego rozwigzania, ,Decyzje” 2007, nr 8, czy
Bartlomieja Michalaka, zob. B. Michalak, M. Pierzgalski, Wplyw metody przeliczania gloséw na mandaty na
wyniki wyboréw do Sejmu Rzeczypospolitej Polskiej z dnia 23 wrzesnia 2001 ., [w:] Polska we wspotczesnym
Swiecie. Migdzy zasciankiem a przestrzenig wolnosci, red. A. Kasinska-Metryka, R. Bécker, Torun 2007,
s. 205-219 czy Michata Pierzgalskiego zob. M. Pierzgalski, Zastosowanie wybranych metod statystycznych
w badaniach systemow wyborczych, ,Studia Wyborcze” 9, 2010, s. 39-66.
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liczby naturalne”®. Dalej przedstawia sie proste symulacje liczbowe dzialania wybranego
algorytmu i na tej podstawie formuluje si¢ konkluzje typu: ,doktryna i praktyka po-
twierdzaja, ze system D’Hondta preferuje partie najsilniejsze. Dotyczy to takze systemu
Saint Lagti€a w wersji z pierwszym dzielnikiem 1,4”°. Brakuje natomiast tego, co jest

najwazniejsze — dlaczego wybrano taka metode konwersji, ale takze formalnego dowo-

du matematycznego potwierdzajacego okreslong wlasnos¢ zastosowanego algorytmu!’.

Kwestie te dokladnie bedg poruszane w niniejszej pracy. W tym celu nalezy skon-
struowa¢ matematyczny model zdefiniowanej zasady proporcjonalnosci oparty
na pojeciu relacji okreslonej na dwdch nieréwnolicznych populacjach. Zdefiniowanie
algorytmu wykorzystujacego pomyst D'Hondta pozwoli wykaza¢, ze metoda przydzie-
lania mandatéw wykorzystujaca jego podejscie spelnia t¢ zasade. Jednocze$nie zostanie
udowodniona najwazniejsza wlasnos¢ tej metody — jej tendencja do nadreprezentatyw-
nos$ci w procedurze obsadzania miejsc. Calo$¢ rozumowania zostanie zilustrowana nie-
zbednymi symulacjami numerycznymi, aby w ten sposdb zwrdci¢ uwage na role zdarzen
brzegowych, jakie moga towarzyszy¢ tej metodzie i maja wplyw na koncowe wyniki jej
zastosowania.

Takie przedstawienie problematyki towarzyszacej proporcjonalnemu systemowi wy-
borczemu nalezy sie zaréwno demokracji, jak i wszystkim jej beneficjentom — wybor-
com i politykom.

8 B. Szepietowska, Zasada proporcjonalnosci w prawie wyborczym — wybrane systemy rozdziatu man-
datow, http://biurose.sejm.gov.pl/teksty/i-695.htm (dostep:13.12.2015).
® Ibidem.

10 W literaturze $wiatowej problematyka badan nad Proportional Representation datowana jest od dru-
giej potowy XX wieku — od ukazania sie pionierskiej pracy Steina Rokkana, zob. S. Rokkan, Elections:
electoral systems, [w:] International Encyclopedia of the Social Sciences, red. D.L. Sills, New York: Macmillan
and Free Press 1968. Przedmiotem szczegdlnej analizy stat si¢ problem progu wyborczego (thresh-
old) w kontek$cie stosowania réznych algorytméw rozdzielania mandatéw. W kolejnej pracy D.W. Rae,
V. Hanby, J. Loosemore, Thresholds of representation and thresholds of exclusion: an analytic note on elec-
toral systems, ,Comparative Political Studies” 1971, nr 3, s. 479-488, Douglas Rae, Victor Hanby oraz John
Loosemore doprecyzowali pojecie progu, postugujac sie progiem wykluczenia (threshold of exclusion)
oraz funkcja wyplaty (payoff function). Podsumowania tej tematyki badant dokonano w pracy A. Lijphart,
R.W. Gibberd R., Thresholds and payoff in list systems of proportional representation, ,,European Journal of
Political Research” 1977, nr 5, s. 219—-244, gdzie Arend Lijphart i Robert Gibberd dokonali weryfikacji uzys-
kanych wczesniej wynikow i ich uogdlnienia. W latach 90. XX wieku przedmiotem badan byl problem
zaokraglen, zob. M. Balinski, S.T. Rachev, Rounding proportions: rules of rounding, ,Numer. Funct. Anal.
and Optimiz” 1993, nr 14, s. 475-501 oraz proba globalnej matematyzacji zjawiska Proportional Representa-
tion, zob. J. Petit, Térouanne E., A theory of proportional representation, ,SIAM J. Disc. Math?” 3, 1990, nr 1,
s. 116—139, zapoczatkowana znakomita ksigzkg Balinskiego i Younga, zob. M. Balinski, H.P. Young, Fair
Representation, Meeting the Ideal of One Man One Vote, New Haven 1982. Badania obejmujace PR trwaja
nieprzerwanie. Praca M. Balinski, Equitable representation and recruitment, ,,Ann Oper Res” 2007, nr 149,
s. 27-36 pokazuje, ze w badaniach nad zjawiskiem PR siega si¢ po coraz bardziej wyrafinowane metody
matematyczne typu: teoria graféw, programowanie catkowite i inne metody matematyki dyskretnej, a nawet
teori¢ prawdopodobienistwa, zob. L. Heinrich, F. Pukelsheim, U. Schwingenschlégl, On stationary multiplier
methods fot the rounding of probabilities and the limiting law of the Sainte-Lagiie divergence, ,Statistics &
Decisions” 2005, nr 23, s. 117-129.
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Matematyczne sformutowanie problemu

Dane s3 dwa skonczone zbiory: W zlozony z n elementéw oraz m-elementowy zbior
M. Przyjeto, ze zbiory te sanieréwnoliczne 11 o oznacza, ze n=m!2, a dalej, ze dla
ustalonego k > 2 znany jest podzial zbioru W postaci'?

W=W1 U W2U WU WK)

gdzie zbiory Wj s3 parami roztgczne, czyli W ,NW =0 ile r#s. Mozna wiec przyjac, ze
znana jest liczebno$¢ kazdego elementu Wj tego podziatu, ktére zostang oznaczone od-
powiednio przez n;. Wprost z zalozenia na temat podzialu mozna napisa¢

n=nj;+ny+...+1g.

Dzielgc ostatnig rownosc¢ stronami przez liczebnos¢ zbioru W otrzymuje si¢

ny n n
1=L4+ 24 4K
non n
n.
Pr;yjmu)?,c, ze p=o- oraz wykorzystujac powyzsza réwnos¢, otrzymuje sig ilo$ciowy
opis przyjetej struktury zbioru W dany wektorem w postaci

W=(P1,p25--Pk)> gdzie 0<p;<1 oraz pi+ps+...+pi=1.

Dalej, bez zmniejszania ogdlnosci rozumowania trzeba zatozy¢, ze przyjeto takie upo-
rzagdkowanie sktadowych wektora w, zwane dalej jego podzialem, ze

Pk< Pr-1<-+-<p2<Pi-

Uwaga 1. Zasada abstrakcji'* opisuje zwigzek pomiedzy partycjg a relacjg réwnowaznosci
okreslong na zbiorze. Dlatego strukture zbioru W dang zdefiniowanym wyzej podziatem
mozna opisac relacjg rownowaznosci R,,. Wtedy kazdy element W; jest atomem partycji
generowanej przez te relacje. Doktadniej mamy wtedy

wiR,wy & wy, wy €W dla pewnego j=1,2,....k,

Sprébujemy teraz przenies¢ strukture zbioru W, utozsamiang na mocy Uwagi 1
z pewna relacjg rownowaznosci, na zbior M. Efektem tego powinna by¢ tez relacja row-
nowaznosci, powiedzmy R, od ktérej powinnismy oczekiwaé co najmniej tego, ze ge-

1 Wyjasnienie tego terminu mozna znalez¢ na przyklad w K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogosci
i topologii, Warszawa 1973, s. 60.

12 W zastosowaniach liczba n wskazuje na liczbe wyborcéw, natomiast m na liczbe mandatéw do roz-
dzielenia.

13 Taki podzial nazywa si¢ partycja zbioru, zob. R. Rebowski, Matematyka dyskretna dla informa-
tykéw, Legnica 2008, s. 88.

4 Ibidem.
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neruje te samg liczbe atoméw co relacja R,,!°. Oznacza to, Ze z istnienia takiej relacji
bedzie wynikal podzial typu partycja zbioru M postaci

M=M, UM, U ..UMy, gdzie M,NM=0 dla r+#s,
oraz
miRyw, & my, my € M; dla pewnego j=1,2,....k.

Ponadto na zbiorze W powinna by¢ okreslona relacja R o wartos$ciach w zbiorze M,
czyli RcWxM, dla ktérej powinnismy miec:

wRm o jesli dla pewnego j, w €W, fo m € M; i na odwrot.

Jak dobrze wiadomo, z definicji relacji R wynika, ze relacja Ry, generowana jest przez R,
bowiem wtedy rodzina zbioréw

M=R(W)) dla j=1,2,....k

jest partycja zbioru M.

Nastepnie potrzebna bedzie nastepujaca definicja wyjasniajaca w tej pracy pojecie
proporcjonalnosci.
Definicja (zasada proporcjonalnosci). Niech dane bedg dwa zbiory W, M oraz relacje R,,
R okreslone jak wyzej. Powiemy, ze relacja R realizuje zasadg proporcjonalnosci, jesli obra-
zem wektora w=(p1,py,....px) jest wektor m=(py,ps,....px), gdzie:
I 1~?j= lAn/fl,jzl,Z,...,k, (|M|) oznacza moc zbioru),

2. zachodzg nastepujgce dwie nieréwnosci:

P1< Prs Pr<pr

W tym miejscu mozna sformutowac gléwny problem pracy.
Problem. Skonstruowa¢ przyktad relacji realizujgcej zasade proporcjonalnosci.

Algorytm D’'Hondta

Przypadek zbioréw réwnolicznych

Warto zacza¢ od waznej uwagi, ktéra thumaczy ztozonos¢ konstrukeji pozwalajacej roz-
wigza¢ Problem. Jednocze$nie zwrdci to uwage na istote badanego zagadnienia, podkre-
$lajac fakt wlasciwego znaczenia i rozumienia zjawiska proporcjonalnosci wystepujacego
w PR.

Uwaga 2. Przypusémy, wbrew zatozeniom poczynionym w rozdziale 2, ze zbiory Wi M sqg
réwnoliczne. Biorgc wtedy takie, Ze

|Mj|=n), dla j=1,2,....k

15 Warto pamietaé, ze zasada abstrakcji dziala w obie strony.
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z zatozenia o rownolicznosci obu zbioréw otrzymamy partycje zbioru M, ktora:

1. definiuje relacje réwnowaznosci Ry,

2. pozwala zdefiniowac relacie REWxM, dla ktérej spetniona jest zasada proporcjo-
nalnosci.

Oznacza to, ze w przypadku réwnolicznosci dwdch zbioréw rozwigzanie Problemu
jest trywialne. Oczywiscie, przedstawione powyzej rozumowanie nie jest prawdziwe
w sytuacji zbioréw nieréwnolicznolicznych. W takim przypadku mozna by sprébowac
postgpowac nastepujgco: dla danego j=1, 2,..., k, definiujemy podzbiér M;cM, gdzie
|M;|=p;|M|. Zauwazmy, Ze juz na wstepie pojawia si¢ problem — liczba p;|M| nie musi
by¢ catkowita. Z technicznego punktu widzenia klopot ten fatwo wyeliminowaé — wy-
starczy tak zadysponowac procesem zaokraglenia, aby uzyskac efekt opisany zasada pro-
porcjonalnosci. Sytuacja ulega zmianie, kiedy proces zaokraglenia moze nie by¢ mozliwy
ze wzgledu na dodatkowe okolicznosci (pozamatematyczne) wynikajace z interpretacji
opisywanej w Problemie sytuacji, o czym bedzie mowa w nastepnym rozdziale. Okaze
sie wtedy, Ze opisywang powyzej procedure bedzie trzeba odrzucic¢ jako nieakceptowal-
ng. Ttumaczy to, dlaczego do rozwigzania Problemu siega si¢ po metody bardziej wyra-
finowane.

Algorytm D’Hondta

Autor zaprezentuje w wersji czysto matematycznej pomyst nalezacy do matematyka bel-
gijskiego Victora D’Hondta!®. Wykaze, ze za pomoca tego algorytmu mozna zrealizowaé
zasade proporcjonalnosci przy ograniczonej mozliwosci jej oprotestowania z powodow
czysto niematematycznych.

Przypusémy, ze dane sg dwa nieréwnoliczne skonczone zbiory W, M oraz relacja
R,, generujaca wektor w=(py,p,,....px) jak zostalo to przedstawione w rozdziale 2. Wez-
my liczbe d>[72]'7 oraz zdefiniujmy nastepujaca macierz D=[d;], gdzie odpowiednio
wiersz pierwszy sklada si¢ ze wspolrzednych wektora w, nastepne z jego kolejnych j-ilo-
razow, dla j=1,2, ... ,n.

o krok 1 algorytmu: z kolumny o numerze 1 macierzy D wybieramy wszystkie kolejne
elementy, ktdre sg nie mniejsze od pozostalych elementéw macierzy. Z zatozenia istnieje
taki co najmniej jeden - p;. Wybrane elementy wykreslamy z macierzy i czynno$¢ po-
wtarzamy dla kolumny drugiej, o ile liczba wybranych elementéw jest mniejsza od m.
Krok pierwszy konczymy na powtdrzeniu czynnosci w przypadku pozostatych kolumn,
o ile liczba wybranych elementéw jest mniejsza od m. W ten sposob z macierzy D wy-
bierzemy co najmniej k elementéw uporzadkowanych malejaco. Jesli liczba wybranych
elementow jest rdowna m algorytm konczymy, jesli mniejsza, przystepujemy do realizacji
kroku 2.

16 Pomyst narodzit si¢ w 1878 roku jako propozycja procedury podzialu mandatéw miedzy kandy-
datéw z list komitetéw wyborczych w wyborach o ordynacji proporcjonalnej, znanej jako metoda D’Hondta.

17 Dla danej liczby rzeczywistej r, symbol [r] oznacza jej cze$¢ catkowita, czyli najwigksza liczbe
catkowita nieprzekraczajaca r, zob. R.L. Graham, D.E. Knuth, O. Patashnik, Matematyka konkretna,
‘Warszawa 2002, s. 90.
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o krok 2 algorytmu: przetwarzamy na zasadzie kroku 1 pozostate elementy macierzy,
zaczynajac od kolumny pierwszej.

Warto zauwazy¢, ze wskutek co najwyzej d iteracji opisanych w krokach 1 oraz 2
otrzymamy malejacy'® ciag liczb

€1>€6>...2>€¢,,

o tej wlasnosci, ze dla kazdego elementu dj; pozostalego w macierzy D, e,,>d;;.
o krok 3 algorytmu: definiujemy funkcje wyboru

X {enepsememt—M,
a za jej pomocg partycje zbioru M, gdzie
x(ef)e M e liczba ej wybrana jest z i-tej kolumny macierzy D,

dla kazdego j=1,2,...,m oraz i=1,2,...,k.
Majac zdefiniowang w powyzszy sposob partycje mozemy skonstruowa¢ wektor m od-
powiadajacy wektorowi w w postaci

My (M| MR
m=(—,—,..., - )=(P1:P25-PK);

m m

Ponizszy przykiad ilustruje sposob przebiegu powyzszego algorytmu.
Przyklad1 (pierwsza symulacja). Przyjmijmy, ze|M|=10,k=3orazw=(p,p, p3)=(0,6;0,3;0,1).
Wtedy liczba d=4 oraz macierz D (jej kolejne wiersze) bedzie miata postac:

dyj=0,6;0,3;0,1;dy ;= 0,3; 0,15 0,05 d3 ;= 0,2; 0,1; 0,0333; ds ;= 0,15; 0,075; 0,025;
de =0,12; 0,06; 0,02; d6]~ =0,1; 0,05; 0,0163.

W wyniku przeprowadzenia pierwszego kroku algorytmu otrzymamy ciag
(0,6;0,3;0,3).
Wykonujemy teraz pierwszq iteracje w ramach kroku drugiego. Otrzymamy wtedy ciag
(0,2;0,15;0,15).

Aby skonstruowac za pomocg funkcji wyboru partycje zbioru 10-elementowego, potrzeba
jeszcze czterech wyrazéw. Nalezy zatem wykonac kolejng iteracje w ramach kroku drugie-
go. Daje to cigg

(0,12;0,1;0,1;0,1).
Wybrany w ten sposob nierosngcy cigg ma postac

(0,6;0,3;0,3;0,2;0,15;0,15;0,12;0,1;0,1;0,1).

18 Dla uproszczenia zatozono, ze wektor w sklada sie ze wspStrzednych malejgcych.
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Oznaczmy przez My, M, M3 atomy partycji zbioru M. Z definicji funkcji wyboru zastoso-
wanej do otrzymanego wyzej ciggu widac, Ze:

|My|=6, |M|=3, |M53|=1.
Dlatego wektor m bedzie miat postac
m=(0,6;0,3;0,1).

Uwaga 3. Przypuscmy, ze przy danych z Przyktadu 1 zbior M jest 9-elementowy. Wtedy
ostatnia sekwencja ciggu bedzie miata postac (0,12;0,1;0,1). Istniejg teraz dwie jednakowe
wartosci liczbowe wybrane z trzech kolumn macierzy D. Gdyby pomingc kolumne trzecig,
to atom M3 bytby pusty, co jest niemozliwe. Dlatego w takiej sytuacji (réwne wartosci)
trzeba do algorytmu wprowadzi¢ poprawke w postaci nastepujqgcej klauzuli: jesli cigg uto-
worzony w wyniku zastosowania algorytmu koticzy si¢ wyrazami o jednakowej wartosci,
to o wartosci funkcji wyboru dla tych wartosci decyduje:

« albo fakt, ze dotychczas dany atom partycji byt niepusty. Wtedy sposréd co najmniej
takich dwdch, w pierwszej kolejnosci wybierany jest ten, ktory odpowiada wigkszej warto-
sci p;,

-Jalbo fakt, ze wszystkie atomy sq niepuste. Wtedy dla takiej wartosci funkcja wyboru
wskazuje kolejne kolumny odpowiadajgce malejgcym wartosciom ciggu p.

Dlatego, przy takiej modyfikacji Przyktadu 1, atom Mj jest jednoelementowy, |M,|=6, na-
tomiast |My|=2. W tym przypadku otrzymamy wektor m=(0,666;0,222;0,111).

Kolejny przyklad pokazuje, ze z innego powodu co najmniej jeden z atomdéw kon-
struowanej partycji moze by¢ pusty.

Przyklad 2 (druga symulacja). Niech k=2, wektor w=(0,95;0,05). Przyjmijmy, zZe liczeb-
nos¢ zbioru M wynosi 5. Przy tych zatoZeniach macierz D (jej kolejne wiersze) bedzie
postaci

dy;= 0,95; 0,05; dy; = 0,475; 0,025; ds; = 0,316; 0,016; dy; = 0,275; 0,0125; ds; = 0,19; 0,01.
Dlatego wynikiem algorytmu bedzie cigg wybrany tylko z pierwszej kolumny macierzy D,
czyli (0,95;0,475;0,316;0,275;0,19). Pokazuje to, ze atom M, jest pusty.

Dalej przyjmiemy kolejne zatozenie modyfikujgce nasz algorytm: w sytuacji podobnej do
powyzszej cigg wynikowy bedzie zmodyfikowany do postaci (0,95;0,475;0,316;0,275;0,05),
co oznacza, ze |My|=1 i odpowiedni wektor bedzie miat postad m=(0,8;0,2). Jak zobaczymy
dalej, jedynie w takiej sytuacji moze zdarzy( sig, ze pi<p;. Jasne jest, ze sytuacja opisana
w symulacji drugiej spowodowana jest duzg dysproporcjg pomigdzy wartosciami py, p,
oraz za malg wartoscig |M|. Wystarczy tg wartos¢ odpowiednio zwigkszy¢ i problem znik-
nie, jak to pokazano w kolejnej symulacji.

Przyklad 3 (trzecia symulacja). Przyjmijmy, ze |M|=20, k oraz w sq jak wyzej. Tym ra-
zem macierz D ma postac jak nizej i widac, Ze ostatnim wyrazem skonstruowanego ciggu
bedzie liczba 0,05 z drugiej jej kolumny. Teraz |M|=1 oraz odpowiedni wektor bedzie miat
postac

m=(0,95;0,05),
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co pokazuje, ze p;<pj.
D=[dij], gdzie:
dy j=0,95;0,05; d; ;= 0,475; 0,025; ds ;= 0,316; 0,016; d, ;= 0,275; 0,0125;
d5j= 0,19;0,01; dsj =0,158; 0,0083; d7j= 0,135; 0,007; dgj =0,118; 0,0062; d9j= 0,1055;
0,0055; dyg = 0,095; 0,005; dy ;= 0,086; 0,0045; 5 ;= 0,079; 0,004; dy3 ;= 0,073; 0,0038;
dy4 ;= 0,067;0,0035; dy5 ;= 0,063; 0,0033; dy6 ;= 0,059; 0,0031; d,7 ;= 0,055; 0,0029;
dlSj = 0,052, 0,0027, d19j = 0,05; 0,0026, d20j = 0,0475, 0,0025

Podstawowe twierdzenie

Warto zaja¢ sie w tym miejscu uogoélnieniem uwag sformutowanych w poprzednim
rozdziale, analizujac kolejne symulacje. Zaczniemy od nastepujacego lematu.

Lemat. Przypuscmy, ze dla k=2 algorytm D’Hondta mozna przeprowadzic. Wtedy ma-
jgc partycje zbioru W mozna skonstruowac partycje zbioru M. Ponadto kazdemu wekto-
rowi gdzie w=(p1,p,), gdzie p,<p;, mozna przyporzgdkowad wektor m=(py,p,), ze p1<p.

Dowod. Przyktad drugiej symulacji pokazuje, ze zalozenie lematu jest istotne — jesli
algorytm w swojej podstawowej postaci nie uda sie, i przeprowadzi si¢ jego poprawke, to
teza Lematu nie bedzie prawdziwa. Dlatego dalej zalozymy, ze dla liczby m>2 algorytm
wykonat sig, co oznacza, ze powstalo przyporzadkowanie:

(P1:p2)—(P1:p2) gdzie po<py.

Niech n oznacza liczbe iteracji algorytmu, czyli najmniejszg liczbe naturalna, ktéra
jest niezbedna, aby na podstawie wektora w=(p;,p,) mozna bylo skonstruowac party-
cje m-elementowego zbioru M opisang wektorem m=(p;,p,). Aby uporzadkowac w ciag
monotoniczny elementy macierzy D zdefiniujemy nastepujaca rodzine zbioréw:

Alz{j €N: %sz}, Azz{j € NI.)]—ZZ%}, gdziejlzmaxAl,
1

i ogolnie
A={jeN: %2 {7—2}, dla nieparzystego i;

i-1

A={je N: %z ]’.”—1}, dla parzystego i
i-1

gdzie ji=maxA; 19 dla i=1,2,...,n.
Daje to nastepujace uporzadkowanie elementéw macierzy D:

p1>%>... > %sz z definicji Ay,

9 maxA oznacza element najwiekszy zbioru A.
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P2 P2 P -
p2>7>...> ]—22]1? z deﬁnlC_]l Az,
pPr N b1 )2 o
> > >- >- z definicji As,
i+l 42 itk o+l finicji As
P2 P2 P2 b1

> definicji Ay, itd.
Tl i ey el 2 GG A

Wtedy pojawia si¢ odpowiednio
j1+1 j1+ki+1
]1.‘*' Z&’]l.‘*' 1t 2&)
J2 P2 otk 2

i ogdlnie, dla ostatniego kroku iteracji

j1+k1+k3+.‘.+kn_1+1>p1
ptkytkgt. 4k, py

b,
Ale lewa strona ostatniej nieréwnosci, z definicji funkeji wyboru, reprezentuje iloraz %~ .
2

1 . . N - . L

Dlatego = =—-. Pozostaje zauwazy¢, ze poniewaz p;+p,=p;+p,=1, ostatnig zaleznosc¢
2 2

mozna zapisa¢ rGwnowaznie jako

LN
1-py 1-p,
co dowodzi, ze p;=p;.

Zaprezentowana w dowodzie lematu metoda zliczania wartosci funkcji wyboru dla
algorytmu D’'Hondta na przykladzie dwuelementowej partycji zbioru M dziala réwniez
dla dowolnej wartosci k. Ze wzgledu na ztozono$¢ analizowanej sytuacji zaprezentowa-
no jedynie przyklad kiedy k=3. Zaktadajac, ze algorytm nie wymaga zadnej poprawki,
efektem jego zastosowania na odpowiedniej macierzy D bedzie ciag, ktorego poczatek
przedstawiono ponizej.

P1 P1 P2 P2 P3 P3

SIS S>> P> > S>> P> > > >
P1 5 i 2} > 7 %] 3 -

J3
2 51 b1 P2 P2 )2
> > >- > > " 5 >- >
]1+1 ]1+2 ]1+k1 ]2+1 ]2+2 ]2+k2
P3 P3 p3 S

—>——>..> 2.2,
Sl jat2 T jatks
gdzie z zalozenia o wykonalno$ci algorytmu, j;>1, j,>1 oraz co najmniej jednen wyraz
ciggu (k;) jest dodatni. Stad otrzymamy ciag nier6wnosci:
. ik
&S]ﬁkl, P_zs]zf 2
P2 J2 P33
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Podobnie jak w dowodzie lematu, dla ostatniej iteracji algorytmu otrzymamy:

P P P2 Do

_<_ — <

P2~ P2’ p3 Ps

Wykorzystamy teraz fakt, ze p3=1-p;-p, oraz p3=1-p;-p,. Wtedy powyzszy uklad nie-
réwnosci bedzie mozna zapisa¢ w postaci rOwnowaznej

DP1p22P1p2 1 po(1-p1-p2) = pa(1-Pr-Da),

co po prostych przeksztalceniach daje

1-p
P22p> 1 pl
dlatego
1-p
P1p2=p1D2 >171Pz1 pl
skad

- 1-p1 . -
P12P11—1‘=’P1(1‘P1)2P1(1‘P1)~
-P1

Oczywiscie ostatnia nierdwno$¢ oznacza, ze p;<p;. Ponadto, z dowodu lematu oraz
powyzszego rozumowania wynika tez, Ze wartosci p; zachowujg sie jak ciagg niemalejacy,
to znaczy dla danych dwoch wektoréw w, w'

W:(pl,pz,...,pk)> WVZ(p ’l,p ’2,...,p 'k), ]€S,ll P Sp ’1, to ?1 Sﬁ ’1.
Powyzszy lemat pozwala sformutowa¢ podstawowe twierdzenie o algorytmie D’Hondta.

Twierdzenie (o algorytmie D’Hondta). Przypusémy, ze dla zbioru skoticzonego W oraz
liczby naturalnej k, z wektorem o malejgcych wspotrzednych w=(py,p,....px) wykonat sie
algorytm D’Hondta dla zbioru M. Wtedy na zbiorze M istnieje relacja réwnowaznosci
okreslajgca jego partycje {My,Mp,....My} taka, Ze dla wektora m zdefiniowanego nastepu-
jgco

My M| My

m=( )=(P1:P2>->Pk)
|M| |M Ml P1P2 pk

BEXES)

mamy:
1. ﬁl Zﬁzzzﬁk oraz §1+ﬁ2+...+§k:1;

2. p1<py oraz pp<pi;
3. dla wektorow w, w', gdzie w=(p1,p2,....pr)> W=(P'1,p 2P ¥)>

jes'lipISp'l, to ﬁlsprl.
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Uwaga 4. Wilasnosci 2 i 3 Twierdzenia ttumaczq podstawowg wlasnos¢ algorytmu
D’Hondta — w warunkach jego wykonalnosci faworyzowana jest frakcja dominujgca
w wektorze w, co przejawia si¢ w tresci relacji réwnowaznosci wyznaczajgcej strukture po-
dziatu mnogosci M. Daje to mozliwos¢ takiej rekonfiguracji partycji zbioru W, aby wynik
podziatu zbioru M przeprowadzony wedlug przyjetej zasady proporcjonalnosci dla frakcji
dominujgcej, czyli py, byt najbardziej korzystny. Jednoczesnie na margines optacalnosci
»spychana” jest frakcja najgorsza, czyli py.

Podsumowanie

Twierdzenie oraz Uwaga 4 pokazujg, ze algorytm D’Hondta realizuje zapis zasady
proporcjonalnosci sformulowanej w Definicji. Jak wspomniano we wstepie, nie
jest to jedyny przyklad takiego algorytmu. Znane sg tez dobrze jego motywy poszukiwa-
nia i zasady konstrukcji.

Nie tlumaczy to jednak do konca, dlaczego zasada okreslenia parytetu struktura
gtosow oddanych w glosowaniu — struktura podzialu mandatow, wy-
korzystuje potrzebe definiowania macierzy D oraz zastosowania funkcji wyboru, czyli
tego co sklada sie¢ na algorytm D’Hondta. Wiadomo tylko, co wykazano w Twierdze-
niu, ze zasada konstrukeji macierzy D jest warunkiem dostatecznym realizacji zasady
proporcjonalno$ci. Dokladniej, dzielenie wspotrzednych wektora w przez kolejne
liczby naturalne stanowi namiastke mechanizmu, ktéry prébuje zniwelowac efekt nie-
rownolicznosci wystepujacych populacji, w sytuacji nieréwnolicznych populacji zbioru
wyborcdw oraz zbioru mandatéw do obsadzenia, przyjecie zalozenia, ze wektory wim
s jednakowe, wymagaloby bowiem zawsze korekt co najmniej o charakterze ,,zaokra-
glen?”, co byloby niezgodne z oczekiwaniami, jakie powinne wynika¢ z zasady propor-
cjonalnego podzialu mandatéw. Méwigc wprost — wektor m musi by¢ wynikiem kon-
strukcji partycji zbioru M, a nie na odwrot.

Mozna tez stwierdzi¢, ze nie ma ,zlotej” wersji zasady proporcjonalnosci.
Kazda z jej implementacji zawiera i bedzie zawierala zawsze pewien kompromis, ale
tez i potencjalng szanse wykorzystania swojego zwycigstwa wyborczego dla co najmniej
jednego z graczy. W przypadku algorytmu D'Hondta wiadomo, Ze jest nim zwycigzca
wyboréw, a fakt, ze ma on zdolnos¢ konsolidacyjna, tylko poprawia jego koncowy wy-
nik. Najstabszy natomiast przegrywa podwdjnie, ale jest reprezentowany!

W tym sensie trudno jest ten mechanizm oprotestowa¢ metodami pozamatematycz-
nymi, na co zwracano uwage juz na wstepie pracy.

Nalezy jednak pamieta¢?’, ze wybrana metoda przeliczania mandatéw jest tylko jed-
nym z parametréw calej procedury wyborczej, na wynik ktdrej majg tez wplyw takie
czynniki, jak: liczba oraz wielkos¢ okregéw wyborczych oraz rodzaje i wysokosci pro-
goéw wyborczych (tzw. klauzule zaporowe). Jesli uzupelnic to o czynniki skladajace
sie na konstrukcje list wyborczych (strategie wyborcze partii, ich zdolnosci koalicyj-

20 7ob. J. Raciborski, Teoria demokracji a reguty wyboréw, ,,Nauka” 2006, nr 3, s. 31.
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ne), to obraz wylaniajacy sie w wyniku przeprowadzonych wyboréw w ramach systemu
proporcjonalnego moze by¢ zaskakujacy — rozbiezny z oczekiwaniami realizacji zasady
proporcjonalnosci?!. Historia polskich wyboréw w III RP doskonale to pokazuje, co zo-
stato bardzo wyraznie przedstawione w pracach Raciborskiego?? i Jaczynowskiego??.
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On the D’Hondt principle as a relation defined
on unequinumerous populations

Keywords: equinumerous sets, partition, principle of proportionality, distribution of seats, principle and
D’Hondt proportionality algorithm

Summary

A mathematical model of the problem of dividing two unequinumerous populations based on the partition
of one of them was constructed. It has been shown that the division meets the requirements formulated in
the criterion called the principle of proportionality, which is a mathematical version of the widely used in
political science principle of the distribution of seats based on the D’Hondt method.
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